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Chapitre 5
Intégration d’une fonction sur un intervalle

Exercice 1 : On note I l'intégrale que ’on souhaite calculer.
(1) La fonction t — 1/((t + 1)(t + 2)) est continue sur [0, +oo[. Pour tout

B8>0,0na
p dt B 1 1 - 5
[ wreen = [, (@ry - ea) o=t v - 2);
=In(2) +In <gi;> L, ),

donc l'intégrale I converge et vaut In(2).
(ii) La fonction ¢ — In(1 + 1/¢2) est continue sur ]0, +-o00[. On introduit donc

1 1 o0 1
Ilz/oln(l—i—tQ)dt et /1 ln<1—|—tz>dt

Pour tout 8 > 1, on a avec une intégration par partie

/lﬂln <1+;2> dt = [tln <1+t12)]f _/lﬁt(tgi/tl)dt

— Bln <1 + 512> — In(2) + 2[Arctan(t));

=fIn (1 + 512) —In(2) + 2Arctan(s) — g
T

donc l'intégrale Io converge et vaut —In(2) + 5. De méme, pour tout
0<a<l,ona

! 1 1 ™
/a In (1 + 7§2> dt =In(2) — aln <1 + c12> + 5 2Arctan(«)

— In(2) +

T
a—0 2 ’

donc 'intégrale I; converge et vaut In(2) + 7. Finalement, I'intégrale I est
convergente et on a I =1 + I, = m.

(iii) La fonction ¢+ sin(In(¢)) est continue sur ]0, 1]. Pour tout 0 < a < 1, on
a avec deux intégrations par partie

1 1
/ sin(In(t))dt = [tsin(In(t))]} — / cos(In(t))dt
1
= [tsin(In(t))]L — [t cos(In(¢))]L — / sin(In(t))dt.

On en déduit la relation

t _acos(In(a)) — asin(In(a)) — 1
/a sin(In(t))dt = 5
1
a—0 - 2’

donc l'intégrale I converge et vaut —1/2.

Exercice 2 : Les fonctions ¢ — cos(t)e™ et t ~ sin(t)e~ sont continues sur
[0, +o0[. Pour tout 8 > 0, on a

B 8 s
/ cos(t)e™dt + i / sin(t)e”%dt = / plima)t gy
0 0 0

- [e(i—a)t] B -8 _q

1—a 1—a

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient

B8 (i—a)B _ 8 (i—a)B _ 1
/ cos(t)e “"dt = Re (el) , / sin(t)e”%dt = Im <€> .
0 t—a 0 11— a

Comme |e(=9P| = ¢~ — ( lorsque 3 — 400, on en déduit que les intégrales
I et J convergent avec

-1 a
I =R =
e<z’—a> a®+1

—1 1
t J=1I = .
¢ m(i—a) a?+1
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Exercice 3 : On note I 'intégrale que ’on étudie et f la fonction intégrée.

oo dt
(i) La fonction f est continue sur [1,4o00[ et on a |f()| o 1/t2. Or / 2
e 1

est une intégrale de Riemann convergente, donc I est absolument conver-
gente, donc convergente.

(ii) La fonction f est continue et positive sur |0, +oo[. On doit donc étudier

les intégrales
1 +o0
dt dt
J Z/ 7 et K :/ 7
o € — 1 1 er —

1
dt
e On a f(t) ¥ 1/t. Or / - est une intégrale de Riemann divergente,
0

donc J est divergente.
On conclut que I est divergente.

(iii) La fonction f est continue sur |0, +o0o[. On doit donc étudier les intégrales

1 1 —+o0
J:/ cos(t2>dt et K= / < )dt
0

1
e Sur [0,1], on a |f(t)] <1, or / 1dt est convergente, donc J est absolu-
0

ment convergente par comparaison, donc convergente.
+o00o
e La fonction f est positive sur [1,+oo[ et f(t) o 1, or / 1dt est
o0 1

divergente, donc K est divergente par comparaison.
On conclut que I est divergente.

(iv) La fonction f est continue sur |0, +oo[. On doit donc étudier les intégrales

1 1 “+o00
J:/sm(t>dt et K= / s1n< )dt
0

1
e Sur [0,1],ona |f(f)] <1, or / 1dt est convergente, donc J est absolu-
0

ment convergente par comparaison, donc convergente.

2/9

oo dt
e La fonction f est positive sur [1,+oo] et f(¢) o 1/t or / =
> 1
est une intégrale de Riemann convergente, donc K est convergente par
comparaison.

On conclut que I est convergente.

(v) La fonction f est continue sur |0, +o00[. On doit donc étudier les intégrales

1 +oo
J:/ In(t)e fdt et K :/ In(t)e *dt.
0 1

1

e Sur [0,1], on a |f(¢)] o In(¢), or [ In(¢)dt est une intégrale de refé-

rence convergente, donc J est absolument convergente par comparaison,
donc convergente.

e La fonction f est positive sur [1,+o0| et tliI_gl t2f(t) = 0, donc pour
—+o00

tout réel t > 1 suffisamment grand, on a

0<?f)<1 & 0<f(t)< .

t2
convergente par comparaison.

oo dt
Or / — est une intégrale de Riemann convergente, donc K est
1

On conclut que I est convergente.

(vi) La fonction f est continue sur |0, +1[. On doit donc étudier les intégrales
S /1/2 In(t)
Jo (1)

e Sur [0,1/2], on a |f(t)

rence convergente, donc J est absolument convergente par comparaison,
donc convergente.

t
dt et K= dt.
¢ //2 1*753/2

1

| v In(t), or [ In(t)dt est une intégrale de refé-
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(vii)

(viii)

e En effectuant le changement de variable u = 1 — ¢ dans l'intégrale K,

on obtient l'intégrale

1/2 In(1 —
m:/ In( =) g,

0 us/?

g9(w)
On a |g(u)| ~ 1/u/?, or 1 At
0 ’ o t1/2
gente, donc K’ est absolument convergente par comparaison, donc
convergente. Avec le théoréme du changement de variable, on en dé-

duit que K est convergente.
On conclut que I est convergente.

est une intégrale de Riemann conver-

La fonction f est continue sur [0, +oo[. De plus, on a

0 < f(t) = |sin(t)||sin(e )| < e

+00
Or / e 'dt est une intégrale de référence convergente, donc I est
0

converge absolument par comparaison, donc est convergente.

La fonction f est continue et positive sur | — oo, +00[. On doit donc étudier

les intégrales
0 5 400 5
J :/ e dt et K :/ e dt.
—o0 0

e On a tligl t2f(t) = 0, donc pour tout réel ¢ > 0 suffisamment grand,
——400
on a

oo dt
OI‘ / th
1

solument convergente par comparaison, donc convergente.

0<?f(t)<1 & 0<f(t)< .

est une intégrale de Riemann convergente, donc K est ab-

e En posant x = —t dans J, on obtient 'intégrale K qui est convergente.
On en déduit avec le théoréme du changement de variable que J est
convergente.

On conclut que I est convergente.

3/9

(ix)

La fonction f est continue sur [0, +oo[. De plus, on a
0 < |f(t)] = |tsin(t)e | < te™™.

De plus, on a . liin t3%¢~t = 0, donc pour tout réel ¢ > 0 suffisamment
—r+00

grand

1
< —.

0<Bft) <tPe <1 =

= 0<|[f(t)]

$2
absolument par comparaison, donc est convergente.

toodt
Or / — est une intégrale de Riemann convergente, donc I est converge
0

La fonction f est continue et positive sur |0, +1[. On doit donc étudier les

intégrales
vz g L dt
J:/ S K:/ )
o (1-t)Vt 12 (1= t)Vt

1
1
e Sur [0,1/2],0ona f(t) v 1/+/t, or / %dt est une intégrale de Riemann
0

convergente, donc J est absolument convergente par comparaison, donc
convergente.

e En effectuant le changement de variable u = 1 — ¢ dans l'intégrale K,
on obtient 'intégrale

Ldu
On a |g(u) ¥ 1/u, or / — est une intégrale de Riemann divergente,
o Uu

donc K’ est divergente par comparaison. Avec le théoreme du change-
ment de variable, on en déduit que K est divergente.
On conclut que I est divergente.



Chapitre 5 - Intégration d’une fonction sur un intervalle - Corrigés

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free.fr

(xi) La fonction f est continue et positive sur | — 1,1[. On doit donc étudier
les intégrales

Lt O dt
J = et K = E———
0o V1—1t2 _1V1—1¢2

e Pour0<a<1,ona

/ *dt

0 1 —¢2
donc l'intégrale J est convergente et vaut 7/2.

e En posant z = —f dans K, elle devient 'intégrale J. Ainsi K est conver-

gente et K = J =m/2.
Finalement, I est convergente et [ = J + K = 7.

)

= [Arcsin(t)]g = Arcsin(a) —
a—1

S

(xii)

La fonction f est continue et positive sur |1, +oo[. De plus, on a

tf(t) = POVl 4o,

t—-+o0
On en déduit que pour tout réel ¢ > 1 suffisamment grand, on a

HH>120 o f(t)}%}O.

oo dt
Or / 7 est une intégrale de Riemann divergente, donc I est divergente
1
par comparaison.
Exercice 4 : On note I l'intégrale dont on étudie la convergence.

2
(i) Lafonction f : t <(t+ 1)1/3—t1/3) est continue et positive sur [0, +-00].
De plus, on a

(t+1)1/3:t1/3 1_|_1 1/3:t1/3 1_|_l_|_0 1
t 3t t
1

“+o0 152? .

=13 4

3¢2/3

En particulier, on obtient

1 1\\? 1
1) = <3tz/3 to <t2/3>> {50 91473

+o00
Or l'intégrale / Ve est une intégrale de Riemann convergente, donc
1

I'intégrale I est convergente par comparaison.

(i) Lafonction f : ¢+ t4+2—+vt? + 4t + 1 est continue et positive sur [0, +o0].
De plus, on a

ViZ+dat+1=t 1+é+l v
- t o t2
—itf14 ] 4+1
B 2\t ¢

-3 4ot
- 2t "o\t

En particulier, on obtient

10=(5+(3))

+oo
Or l'intégrale / 7 est une intégrale de Riemann qui diverge. Finale-
1

() ()

ment, par comparaison, l'intégrale I est divergente.

Exercice 5 : La fonction ¢ — (t—sin(t))/t® est continue et positive sur |0, +00|.

On pose

14 & 400 4 o

7, :/ t — sin(t) gt ot K, :/ t bln(t)dt'
0 te 1 te

e On étudie 'intégrale J,. On a

t—sin(t) /6 + o(t3) 1
ta - ta 0 Gta—3"
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1

Or l'intégrale de Riemann converge si et seulement sia —3 < 1

a—3
ce qui équivaut & a < 4. On en déduit que J, converge si et seulement si
a < 4 par critére de comparaison.

e On étudie l'intégrale K,. On a

t — sin(t) t 1
o foo to

oo qt

pra) converge si et seulement sia—1 > 1

ta—l'

Or l'intégrale de Riemann

ce qui équivaut a a > 2. On en déduit que K, converge si et seulement si
a > 2 par critére de comparaison.
Finalement, 'intégrale I, converge si et seulement si 2 < a < 4.

t

Exercice 6 : En posant u = €*, on obtient

+oo d
o[
Pour tout 8 > 1, on a
/5 du -11% 1 1 1
= = - - — H =,
1 (u+1)2 ut+1];, 2 [B+18+02

donc Uintégrale J est convergente et vaut 1/2. Finalement, par le théoréme du
changement de variable, I'intégrale I est convergente et I = 1/2.

Exercice 7 : En posant u = v/t, on obtient
J = /014111(u)du.
Pour tout 0 < o < 1, on a
/a1 41n(u)du = 4 [uln(u) — u]}, = 4(—1 — aln(a) + a = —4,

donc lintégrale J est convergente et vaut —4. Finalement, par le théoréme du
changement de variable, I'intégrale I est convergente et I = —4.

Exercice 8 : En posant x = (1 + sin(t))/2, on obtient

w/2
J = / 1dx
—7/2
qui est convergente et vaut 7. Ainsi, par le théoréme du changement de variable,
Iintégrale I est convergente et [ = m.

Exercice 9 :

1. La fonction ¢ + 1/((1 4+ ¢2)(1 + t%)) est continue et positive sur [0, +ool.

De plus, on a
1 1

(1+2)(1 + t%) {00 t2+a’

+oo
Or / 2ta est une intégrale de Riemann convergente, donc I, est conver-
1

gente par critére de comparaison. De méme, ¢ +— t/((1 + t2)(1 + t%)) est
continue et positive sur [0, +oo et

[ 1

(1+ 2)(1 + 1) {0 2

oo dt
Or / i) est une intégrale de Riemann convergente, donc J, est conver-
1
gente par critére de comparaison.
2. Avec le changement de variable, on obtient directement que I, = J,.

3. On a
(1 +t*)dt

—+00 +oo dt
I+ J, — _ _a
+ /0 1+ 2)1+19) /0 1+

Or, pour tout réel 8 > 0, on a

/ﬁ dt
o (1+12)

donc I, + J, = w/2. Comme I, = J,, on en déduit que I, = J, = 7 /4.

_ 6 _ w
= [Arctan(t)], = Arctan(3) ,3—>—+>oo 5

5/9
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Exercice 10 :

1. La fonction f : t ~ In(t)/(a® + t2) est continue sur ]0, +oo[. On introduit
donc les intégrales

%_/ M)ﬁtm_/ n(t
o a?+t? ﬁ+#

e Ona|f(t)] ¥ |In(t)| = —In(¢). Or I’ 1ntegra1e/

0
de référence convergente, donc par comparaison, l'intégrale J, converge

In(t)dt est une intégrale

absolument, donc converge.

e Ona t_l}grnoo 32| £(t)| = 0, donc pour tout réel ¢ > 0 suffisamment grand,
on a

0<t¥2f(t) <1

1
= 0<|f(t)‘<t37'

1
Or Vintégrale / B2 est convergente, donc K, est absolument conver-
0

gente par comparaison, donc convergente.
Finalement, 'intégrale I, est convergente.

2. Avec le changement de variable, on obtient directement que I} = —I, donc
I =0.
3. Avec le changement de variable t = au, on obtient
T In(t T gln(au
%:/ Jgﬁz/ ﬁ‘%%m
0 a +t 0 a“ + a“u
In(a) /"'Oo du N 1 /+°° In(u) i In(a) /+°° du
= — u = .
a Jo 14w ajy 14u? a Jo 1+u?
N———
I
Or, pour tout réel 8 > 0, on a
Bt T
= [Arctan(t)]’ = Arct — =
/(; (1 +t2) [ re an( )]0 re an(/B) B—stoo 9’
1
donc I, = ™ In(a)
2a

Exercice 11 :

1. La fonction t — In(sin(t)) est continue sur |0, 7/2]. De plus, on a

mw+mcmwﬂzlmm:

| In(sin(t))] = t

—In(t).

1
Or / In(¢)dt est une intégrale de référence convergente, donc I est abso-

0
lument convergente par comparaison, donc convergente.

2. En posant u = w/2 — t dans l'intégrale J, elle devient l'intégrale I. On en
déduit que J est convergente et que I = J.

3. On a
/2 w/2 :
I+J= / In(sin(¢) cos(t))dt = / In (Smé?t)) dt
0 0

m1n(2)

w/2
= - + / In(sin(2t))dt.
2 0

En posant u = 2¢, on obtient

w/2 ) B 1 (™ ) 1 (7 )
/0 In(sin(2t))dt = 2/0 In(sin(u))du = 5[—1— //21 n(sin(u))du.

En posant x = m — ¢ sans cette derniére intégrale, on trouve

1 [~ e
3 /Tr/2 In(sin(u))du = 2/0 In(sin(m — x))dz

7 1n(2)

Finalement, on a montré que [ + J = — + 1, donc

m1n(2)

I: = —
/ 2

6/9
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Exercice 12 :

1. La fonction f : ¢+ sin(t)/t est continue sur |0, +oo], donc on introduit

T o +00 o3
J = / Slr;(t)dt et K = / sintt) .
0 T

t

™
e Sur |0, 7], la fonction f est positive et on a f(¢) v 1. Or lintégrale / 1dt
0

est convergente, donc J est convergente par comparaison.
e Pour tout § > 7, on a avec une intégration par partie

/f 20y~ [-=l0)] T /j O i

s

_ 1 cos(B) /’3 cos(t) b

T B t2

q(t)

—+o00

dt
Or, on a |g(t)| < 1/t% et / 2

s

est une intégrale de Riemann conver-

+oo
gente, donc / g(t)dt est absolument convergente par comparaison,

donc convergegte.
Comme ma cos(f)/B = 0, on en déduit en prenant la limite lorsque
—+00

B — 400 dans la relation précédente que 'intégrale K est convergente.
Finalement, 'intégrale I est convergente.

2. On a l'inégalité

[sin(t)] _ |sin(t)]
t 7 (n+ )7

Vt € [nm, (n+ 1)x],

En intégrant, on en déduit

/(n+1)7r

sin(t)

1 (n+1)m .
m / | Sln(t)|dt

Or la fonction ¢ — |sin(t)| est m - périodique, donc

(n+1)m ™
/n | sin(t)|dt = /0 sin(t)dt = [— cos(t)]g = 2,

T
ce qui démontré I'inégalité.

3. En sommant les inégalités précédentes, on obtient

N7 | - N-1 N
sin(? 2 2 1
JA IS SN
0 n=0 (n - )7T g n=1 "
L L.
Or la série > — diverge, donc
n
N7 | o
sin(t
lim ®) ‘ dt = +00,
N—+oco 0 t
. . ) sin(t) | oy
par comparaison. Ainsi, la fonction ¢t +— ol est pas intégrable sur

[0, +o0.

Exercice 13 :

1. La fonction f : t + t"e™! est continue et positive sur [0, +oo[. Or

tli+m th(t) = 0, donc pour tout réel ¢ > 0 suffisamment grand, on a
—+00

0<t2f(t)<1 & 0<f(t) < =.

oo dt
Or / i) est une une intégrale de Riemann convergente, donc I,, est
1

convergente par relation de comparaison.

2. Pour tout réel § > 0, on a avec une intégration par partie
B 5 B
/ t"He tdt = [—t" ey + (n+ 1)/ t"e tdt
0 0

B
=g e P 4 (n+ 1)/ t"etdt.
0

7/9
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Comme I, et I,,41 sont convergentes et que 6lim 5”“6_’8 = 0, on obtient
——+00

In+1 = (n+ 1)1, en passant a la limite lorsque 8 — +o0.

3. Avec la relation obtenue & la question précédente, on peut conjecturer que
I, = n!ly pour tout n € N. Démontrons cette propriété &2, par récurrence
pour n € N.

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien Iy = 0!y, donc &, est vraie.
e Hérédité : Soit n € N tel que &2, est vraie. On a alors

Inyi = (n+ 1)1, = (n+ 1)nlly = (n+ 1),

donc &, 41 est vraie.
e Conclusion : On a montré &, pour tout n € N.
Finalement, pour tout réel 5 > 0, on a

B
/ e tdt = [—e_t]g =l1-ef — 1,
0 B—+o0

donc Iy =1 et I, = n! pour tout n € N.

Exercice 14 :
1. La fonction f : t — t™InP(¢) est continue sur ]0,1]. Or %in% tY2|f ()] =0,
—
donc pour tout réel ¢ > 0 suffisamment petit, on a

0<f(B)] < .

0<tfB)I<1T & 1172

Uodt
Or / A2 est une une intégrale de Riemann convergente, donc I, est
0
absolument convergente par relation de comparaison, donc convergente.

2. Pour tout réel 0 < a < 1, on a avec une intégration par partie

1 n+1 1 1 p—1
t 1 t
/ t" InP (t)dt = lnp(t) + _p/ gl Hi()dt
a n+1 o n+1J, t
an-‘rl D 1
== In? ——=— | " InPL(t)dt.
n+1 n(a) + n+1/, ()

Comme I, ), et I,,,—1 sont convergentes et que lin% " 1nP(a) =0, on
a—
pf .
n+1
3. Avec la relation obtenue a la question précédente, on peut conjecturer que

obtient I, , = — I, ,—1 en passant & la limite lorsque o — 0.

—

A4 N2 —_—,
(n7p) € ) (TL+ 1)p+1

Iny=(—

Démontrons cette propriété &2, par récurrence pour p € N.
e Initialisation : Pour p =0, on a

/ ! g 1 o O
= tn t: = —1 _—_—
. /0 n+1 (=1) (n+1)0+1’

donc &, est vraie.
o Héréditeé : Soit p € N tel que &, est vraie. On a alors

(p+1)!

p+1 p+1 p! 1
I = - = — — p — —1 p+
bt n+1 P n+ 1 (n+1)pHl =)

donc &, est vraie.
e Conclusion : On a montré &, pour tout p € N.
Exercice 15 :
1. La fonction ¢ — t*~1/(1 4 t) est continue et positive sur ]0,1] et on
o1 1
1+t 0 t-=

1
dt
Or l'intégrale de Riemann / prm converge si et seulement si 1 —x < 1,
0

ce qui équivaut a x > 0. Ainsi, par comparaison, la fonction f est définie
sur |0, +o00].
2. Soit (z,y) €]0, +oo[? tel que z < y. On obtient
z—1

-1

Ve T2y

donc en intégrant, f(x) > f(y). Ainsi, la fonction f est décroissante.

8/9
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3. Pour x > 0, on a

1tx71 1 t:v 1 1 1
1) = dt dt= [ = lat = =
f@) + fla+1) /0 1+t +/0 1+t /0 p

4. Comme la fonction f est décroissante et positive, on sait qu’elle admet une
limite £ € R en 400. En prenant la limite dans la relation de la question
3, on trouve £ = 0. De plus, en utilisant la relation de la question 3 et la
décroissance de f, on a pour tour x > 1 que

1

é = f@) + f(e+1) <2f(2) < flo = 1)+ fla) = ——.

On obtient donc .

-1’

donc en utilisant le théoréme d’encadrement, on en déduit que

1<2zf(z) <
X

5. Comme la fonction f est décroissante, on sait qu’elle admet une limite
¢ € RU {400} en 0. De méme, la fonction x — f(x + 1) est décroissante
et majoré par f(1) sur ]0,4o0[, donc elle admet une limite finie lorsque
x — 0. On en déduit en prenant la limite dans la relation de la question 3
qu’on ne peut avoir que £ = +o0o. De plus, on a

lim zf(z) = lii%l—xf(:c—l—l) =1 & f(x) > %

x—0
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